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Berechnung der differentiellen Wirkungsquerschnitte fir die Streuung
mittelschneller Elektronen an Atomen aus Hartree-Funktionen

Von HerserT WyrwicH und Friepricu Lenz

Aus dem Institut fiir Elektronenoptik und Feinmechanik der Technischen Hochschule Aachen
(Z. Naturforschg. 13 a, 515—523 [1958] ; eingegangen am 9. April 1958)

Zur Berechnung der Wirkungsquerschnitte fiir elastische und unelastische Streuung von Elektronen
an Atomen in Bornscher Niherung werden die Atomformfaktoren der Hiillenelektronen, die die
Abschirmung der Kernladung durch die Atombhiille beschreiben, aus Harrree-Funktionen * in Ab-
hingigkeit von der dimensionslosen GriBe =4 7 (ag/A) sin($#/2) bestimmt, welche ein MaB fiir den
beim Stof} iibertragenen Impuls ist. Die Ergebnisse werden mit unter Verwendung anderer Atom-
modelle berechneten verglichen: Das Tuomas—Fermi-Modell fiihrt bei der Berechnung der Streu-
querschnitte fiir kleine # zu relativ grof3en Fehlern, wihrend das Atommodell von Wextzer (exponen-
tiell abgeschirmtes Couroms-Feld) dann fiir kleine 7 eine sehr gute Nidherung liefert, wenn der
Abschirmradius in geecigneter Weise aus dem mittleren quadratischen Elektronenabstand in der
Atombhiille bestimmt wird. Fiir diejenigen Atome, fiir die noch keine Hartree-Funktionen vorliegen,
wird eine ndherungsweise Bestimmung des Abschirmradius aus dem aus Atomgewicht und Dichte
fester Korper berechenbaren Atomvolumen vorgeschlagen. Das asymptotische Verhalten der Atom-
formfaktoren fiir grole 7 wird allgemein untersucht.

Die Bildentstehung im Elektronenmikroskop be-
ruht auf der Streuung der abbildenden Elektronen
an den Objektatomen. Das Streuvermogen eines
Atoms wird durch seinen differentiellen Wirkungs-
querschnitt do/df2 beschrieben. Fiir die Berechnung
des differentiellen Wirkungsquerschnittes kann man
bei den in der Elektronenmikroskopie tblichen
Strahlspannungen die Bornsche Ndherung!
den, welche auf die Streuformel von Morsk 2 fiihrt.
In diese Formel gehen der Atomformaktor f, der
die elastische Streuung kennzeichnet, und die Streu-
funktion S ein, die die unelastische Streuung be-
schreibt. f und S sind Funktionen von ¢ —|f—f'|
[R(f—t) ist der beim Streuakt iibertragene Im-
puls], die von der Wellenfunktion der Elektronen-
hiille des Atoms, ndaherungsweise nur von der Elek-
tronendichteverteilung in der Atombhiille abhingen.
Die Berechnung von f und S unter Zugrundelegung
der Elektronendichteverteilung des Atommodells von
Tromas?® und Fermi? fiihrt fir Streuung mittel-
schneller Elektronen (50 — 100 kV Strahlspannung)
in kleinste Winkel zu erheblichen Fehlern. Man

kommt zu besseren Ergebnissen bei der Berechnung

verwen-

* Literaturnachweise fiir die in der vorliegenden Arbeit be-
nutzten Hartree-Funktionen.
B, F, N, Ne: W.Browx, Phys. Rev. 44, 296 [1933]. —
O: D.R.Hartree, Proc. Roy. Soc., Lond. A 139, 311
[1933]. — Be, Ca: D. R. Hartreg, Proc. Roy. Soc., Lond.
A 149, 210 [1935]. — Zn, Ga, Ge, As: D. R. Hartree,
Phys. Rev. 59, 299 [1940]. — Na: D. R. Hartree, Proc.
Roy. Soc.. Lond. A 193, 299 [1948]. — C: C.C. Torraxck,
Phys. Rev. 46, 388 [1934]. — He: R. WiLsox, Phys. Rev.
47, 681 [1935].

von f und S, wenn man dazu die nach Hartregs?
Methode des ,,self consistent field* ermittelten Elek-
tronendichteverteilungen verwendet. Nach dieser Me-
thode berechnete Atomformfaktoren sind schon viel-
fach in der Literatur angegeben. IBers und Hoerxt ©
sowie Qurasur’ ersetzen dabei zur Vereinfachung
der Rechnung die Wellenfunktionen der einzelnen
Hiillenelektronen durch Wasserstoff-Eigenfunktionen
mit Abschirmzahlen nach Paviine und Suermax S,
die ihrerseits aus den Harrree-Funktionen berech-
net werden. Sie geben nur die Atomformfaktoren f
der gesamten Elektronendichteverteilung und nicht
die f; der Einzelelekironen an. Die Kenntnis der f;
wird aber fiir die ndherungsweise Berechnung der
Streufunktion S nach We~tzeL? benctigt. Da die
bisher vorliegenden aus Hartree-Funktionen berech-
neten Atomformfaktoren f aber im Hinblick auf die
Streuung von RoNrtcEN-Strahlen an Atomen berech-
net worden sind, ist dabei wenig Wert auf eine
grolle relative Genauigkeit des Wertes von Z — f ge-
legt worden, die insbesondere fiir kleine ¢ bei der
Elektronenstreuung eine wesentliche Rolle spielt.
In der vorliegenden Arbeit werden sowohl die f;
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wie auch die daraus errechneten Atomformfaktoren f
und die Streufunktionen S als Funktion von ¢ an-
gegeben. Die Berechnung erfolgt durch numerische
Integration der auftretenden Integrale aus den ra-
dialen Eigenfunktionen nach Hartree !° fiir Helium,
Beryllium, Bor, Kohlenstoff, Stickstoff, Sauerstoff,
Fluor, Neon, Natrium, Calcium, Zink, Gallium, Ger-
manium und Arsen. Der Atomformfaktor fiir Was-
serstoff, dessen Wellenfunktion in geschlossener ana-
lytischer Form bekannt ist, wurde durch einfache
Quadratur des entsprechenden Integrals berechnet.
Aus diesen Atomformfaktoren f wurde der fir den
elastischen Wirkungsquerschnitt fiir Elektronenstreu-
ung wichtige Ausdruck (Z—/f)/n? berechnet. Die
Ergebnisse werden mit bekannten Naherungen nach
Tromas und Fermr sowie nach WentzeL ! vergli-
chen. Die fir die Beschreibung der differentiellen
Streuungsquerschnitte fir kleine ¢ wichtige Grofe
O =61im (Z—f)/q® kann fiir Atome, fiir die noch

q—0
keine Hartree-Funktionen vorliegen, naherungs-
weise durch die GroBe (6 V/w)"* berechnet werden,
wenn V' das aus Dichte und Atomgewicht berechnete
Atomvolumen ist.

Theorie

Die Streuformel von Morse

Der differentielle Wirkungsquerschnitt fiir die
elastische Streuung von Elektronen ist nach Morr 12
in Bornscher Naherung

dO'(.] =

240Q. (1)

Hierbei bedeuten Z die Ordnungszahl des streu-
enden Atoms, dQ —=sin# d¥ dp das Raumwinkel-
element, ¥ und ¢ zwei die Raumrichtung der ge-
streuten Elektronen beschreibende Winkelkoordina-
ten,

0,529 A (2)

4 7 ¢y R?
ayg = o2

my
den Bonrschen Wasserstoffradius,

q:f_f’7 (3)

die vektorielle Differenz des Wellenvektors vor und
nach dem Stof mit dem Absolutbetrag (wegen
'f|=|f| bei elastischer Streuung)

10 D. HartreEg, s. Literaturnachweise am Anfang der Arbeit.
11 H. Korpg, Z. Phys. 124, 658 [1948].
12 N. F. Morr, Proc. Roy. Soc., Lond. A 127, 658 [1930].
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(3a)

/=2alk die Wellenlinge des gestreuten Elektrons
und
/= /fjg(r) exp(iqr) r*drsind dd dp  (4)

000

den Atomformfaktor [o(r) = radiale Elektronen-
dichteverteilung]. Die erweiterte Streuformel von
Morsk 2 beriicksichtigt nicht nur die elastische, son-
dern auch die unelastische Streuung; sie geht aus
Gl (1) durch das Hinzutreten der unelastischen
Streufunktion S hervor:

_do d_ 2 5

do A 1[@Z-)?+5]. (5)
Hierbei ist

A
S(g) = /v( ZCXp(lqr] )%dz (6)
= (=15

wobei die Summe iiber siamtliche durch den Index n
gekennzeichneten Zustdnde der Hillenelektronen zu
erstrecken ist und 1; den Ortsvektor des j-ten Atom-
elektrons bedeutet. Nach WenTzEL® kann S dabei
durch einen Ausdruck der Form

z
S(q.2)=2- Yj? (7)
=t
angendhert werden, wobei
fi= //jvgi(r) exp(q1) r’drsind dd dp  (8)
000

der Streufaktor des i-ten Elektrons im Atom ist.
0:(r) ist die radiale Dichteverteilung des i-ten Elek-
trons. Daf} die Naherung (7) fiir kleine g dasselbe
asymptotische Verhalten besitzt wie der strengere
Ausdruck (6), wird im Anhang gezeigt. Hierbei ist
zu berticksichtigen, dafl ¢ nicht wie bei der elasti-

schen Streuung in (3 a) gleich ¢= (4 7/4) sin(¥/2)
gesetzt werden kann. Hier ist
q= V2 k2 —2kK cos?. 9)

Wenn k— k" = Ak < k ist, kann man statt (9)

)i T o
schreiben, woraus fiir ¥ <1 weiter
g~ ;- ]/0’ ("L’") (11)
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wird. . & hdngt dabei mit der beim unelastischen
Streuakt abgegebenen Energie 4E wegen

By E—aE= B (h-db?  (12), 13)

nach Ak/k=AE/2 E (14)

zusammen, Fiir den Energieverlust 4E kann man
naherungsweise einen mittleren Wert einsetzen, etwa
nach einem Vorschlag von Koepe!! die Hailfte der
[onisierungsenergie oder besser die durch hochauf-
lssende  Geschwindigkeitsanalyse  (RuraEMANN 12,
MoLLENSTEDT 13 u. a.) experimentell bestimmten dis-
kreten Geschwindigkeitsverluste von durch diinne
Folien hindurchgegangenen Elektronenstrahlen.

Die Berechnung der Streufaktoren

Die numerische Berechnung der f; aus den Har-
TrEE-Funktionen kann fiir kugelsymmetrische La-
dungsdichteverteilungen 0;(r) durch eine Umfor-
mung der Gl (8) wesentlich vereinfacht werden.
Legt man ein Polarkoordinatensystem so, dal} die
z-Achse in Richtung von ¢ weist, erhélt man

oo 2xn
Fy= /f/gl-(r) exp (i q 1) 12dr sin ¥ d9 dg
660

oo 7 2x

[ff@s(r) exp (i gr cos ¥) r* dr sin ¥ d do

000

/Qi(r) Singry 24,
0 il

I

(15)

Diese Formel eignet sich bei gegebenem ¢;(r) zur
numerischen Bestimmung von f;. Die zur Zeit ge-
nauesten Angaben iber 0;(r) erhélt man aus den
radialen Eigenfunktionen, die nach der von HArRTREE
eingefiithrten und spater von Hartree® und Fock 4
verbesserten Methode des ,,self consistent field“ er-
rechnet wurden. In der Literatur sind diese Funk-
tionen fiir mehrere Elemente angegeben. Die An-
gaben sind meist bis zur 3. Dezimalen in der di-
mensionslosen Form P;({) gemacht, wobei
P2({) =0i(au{) 4 may® 2

{=rlay

(16)
(16 a)

und
sind. Hier gehorchen die P;({) der Normierungs-

beziehung / P2(5)dl=1. Setzt man (16) in
0

12 G. Rutaemany, Ann. Phys., Lpz. 6, 113 [1948].
13 G. MéLLenstent, Optik 9, 473 [1952].
14 W. A. Fock, Z. Phys. 61, 126 [1930] und 62, 795 [1930].
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(15) ein, erhalt man fiir f; die Gleichung
fim [P2)S A (17)
P /RS
Tk, f= /n(:) sing g (17 &)
¢ 7] S
mit n=gqay (17Db)
z
und = ZPF(;'). (17 ¢)
=1

Fiir hinreichend stark mit {— ~ abfallende P;({)
ergibt eine Reihenentwicklung von sin# (/5 { eine
fir # <1 brauchbare Ndherungsformel:

hi= [PrOf-"F 00 |a:
0 . (18)
1 %?fp,?@) 2di+0(nh) .
0

Fiir den Gesamtstreufaktor gilt also fir # <1

o0

f= Sh=2- ";/n(:) 2de. (18a)

i=1 0

Als Abkiirzung fithrt man zweckmaiBigerweise

0= [P2(D) 2L (19)
0
0o A
und @:fﬂ(:)fzd::Z@i (19 a)
0 i=1

ein. Zwischen der frither von anderen Autoren (z. B.
Bere * und Lenz 18) benutzten GroBe ©*, welche
die Dimension einer Flache hat, und dem in (19 a)
eingefiihrten dimensionslosen © besteht die Bezie-
hung

@* = aH2 @ . (20)
Mit Hilfe der Simpson-Regel wurden die f; nach
Gl (17) und GI. (18) fiir die Elemente He, Be, B,
C, N, O, F, Ne, Na, Ca, Zn, Ga, Ge und As be-
rechnet.

Fiir Wasserstoff kann f direkt aus der radialen

Dichtefunktion
ES— (_ 2 L_)
7 ay® P ayg

on(r) = - (21)

15 H. Berue, Ann. Phys., Lpz. 5, 325 [1930].
16 F. Lenz, Z. Naturforschg. 9a, 185 [1954].
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nach Gl. (15) berechnet werden. Die Quadratur von
Gl. (15) liefert

[N ) [ — (22)

[+ (/2)%)
Fiir n <1 ergeben sich gute Naherungen durch die
Reihenentwicklungen

fam) =1— 37+ fsn*— S8+ 0(®) , (23)
Iyt et et 00, (24)
Su(m) =r— g+ {5 —-0(%®) . (25)

Diskussion der Rechenergebnisse

Zur Berechnung der Streufaktoren f; wurden nur
Hartree-Funktionen der Elemente verwendet, die
nicht mit Integraphen berechnet sind. Die Angaben
beziehen sich auf Atome im Grundzustand.

Die f; wurden fiir #=1073...107! bzw. 5=
1073...2-1071 nach GI. (18) und fiir n = 210!
nach Gl. (17) berechnet. Die Werte der Streufunk-
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Abb. 6. Kurven der S(Z,7)/Z .
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tion S wurden nach Gl. (7) bestimmt. Samtliche
Rechenginge wurden zur Vermeidung von Rechen-
fehlern doppelt durchgefiihrt.

Die Kurven fiir f=/(Z,7) sind in den Abb.1
und 2, fiir (Z—f)/%? in den Abb. 3 und 4 und fir
S(Z,%)/Z in den Abb. 5 und 6 dargestellt.

Vergleich mit den Niaherungsverfahren nach dem
Thomas und Fermi- und Wentzelschen Atom-
modell

Um den zur Berechnung der f aus Hartree-Funk-
tionen erforderlichen Rechenaufwand zu vermeiden,
sind von mehreren Autoren weniger genaue, aber
fiir die Rechnung bequemere Atommodelle an Stelle
der HarTreE-Funktionen verwandt worden. Die drei
bekanntesten dieser Methoden stiitzen sich auf die
Atommodelle von Paviine und SueErmAN® (abge-
schirmte Wasserstoff-Eigenfunktionen), von Tro-
Mas ® und Fermi? (statistisches Atommodell) und
auf das von WentzeL 17 (exponentiell abgeschirmtes
Couroms-Feld). Im folgenden sollen die Ergebnisse
der beiden letzten Ndherungsmethoden mit den aus
HarTree-Funktionen berechneten verglichen werden.

In dem statistischen Atommodell nach Taomas und
Ferm1 betrdgt die Elektronendichteverteilung

Z 1dd 2z (qb(x))

4nddzr d* 4madd\

O1F = (26)

Hierbei ist @ ({) diejenige Losung der Differential-
gleichung von Tuomas und Fermr

B2D/da® = D' (27)
fiir welche @(0) =1 und @ () =0 ist,
gh? (9 \_ —1s —
*4’"”2(“2) —0,468Z7", z=rla. (28)

Die Differentialgleichung ist von FerMr numerisch
integriert worden.

Aus der Kombination von Gl. (15) und (26) er-
halt man

d2d smqax
fZ/M

=Z—an/€b(x) singaxdx.
0

(29)

17 G. Wenrzer, Z. Phys. 40, 590 [1927].
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Das Integral f(f)(x) sin gax dx ist zundchst von
0

MrrcuerL '8 fiir einige Werte von ga, spiter von
BuLrarp und Massey 1? ausfiihrlich tabuliert worden.
Entsprechend (19 a) erhalt man nach Lenz ¢ fiir

@TF = 43,6 Zl/3 (1112 . (30)
Daraus ergibt sich wie in (18 a)
frw=Z~ T2 1 OGP (31)

Eine fir kleine Winkel bessere Ndherung ist nach
Lenz 16 vom WEeNTzELschen Atommodell zu erwarten.
WeNTzEL 17 macht den Potentialansatz

q)(r)—‘;ﬁ';or'exp( r/R) (32)
mit einem zundchst noch nicht festgelegten Atom-
radius R. Daraus folgt nach der Poissonschen Glei-
chung fiir die Elektronendichteverteilung

. exp(—r/R) .

47 Rr (43)

owe(r) =

Setzt man dies in (15) ein, so liefert die Integration

VA VA
ey b ey S

f\\'e =

Der Atomradius wird zweckmiBlig so gewahlt, dal}
fwe(1=0) mit fyg(7=0) ibereinstimmt. Das ergibt

R=VOay/6Z (35)

fwe . (36)

i T 1+ 0/62) 2

Der Vergleich der drei besprochenen Methoden zeigt,
dal} fiir =0

1. fa=fwe=frr=2,
g, lim (?ifﬁ) = lim (Zif,“ie) -9,
g0\ 7* 70\ %? 6
dagegen lim ({:f T,F,) _O1r .
70\ 7* 6

Wegen (30) und der berechneten Werte fiir ® nach
Hartree liefert die Tuomas und Fermi-Methode fiir
(Z—f)/%? bei y— o, d.h. fiir kleine Winkel, zu
grolle Werte, wohingegen das WenTzELsche Verfah-
ren wegen (35) mit den aus Harrree-Funktionen
berechneten iibereinstimmende Werte liefert. Der
Vergleich der nach Gl. (7) mit Hilfe von HarRTREE-
Funktionen berechneten unelastischen Streufunktio-

18 A. C. G. MircuerL, Proc. Nat. Acad. Sci. 15, 520 [1929].
1 E. C. Burrarp u. H. S. W. Massey, Proc. Camb. Phil. Soc.
26, 556 [1930].
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nen soll mit den nach der Streuformel von Comep-
20
TON

,2
S=7- 7 (37)
aus den Atommodellen von WEeNTZEL sowie von
Traomas und Fermi berechneten durchgefiihrt wer-
den, da fiir diese keine nach (8) berechneten Daten
vorliegen. Setzt man die unter (29), (31) und (36)
ermittelten Werte in (37) ein, erhalt man

2 o
Sre(Z,y) =2~ T (38)
, 1 :
baw.  Swe(Z,m) =Z(1 = (1 s 2)]2). (39)

Der Vergleich zwischen den nach verschiedenen Me-
thoden berechneten Werten von (Z—f)/#* und S
wurde fir Z=6 durchgefiihrt und in den Abb. 7 a,
7b und 7 ¢ veranschaulicht.

Die Ergebnisse zeigen, wie fiir das H-Atom von
BoerscH 2! und fiir andere Atome spater von Lenz 16
festgestellt wurde, dall das Turomas—Fermi-Modell
fir die Berechnung der Streufaktoren f und der
Streufunktion S fiir kleine Winkel zu einer starken
Erhohung gegeniiber den Modellen von HarTREE
und WenrzeL fithrt. Die Abweichungen, die bei den
Werten von f nicht so deutlich zu erkennen sind,
werden bei der Berechnung des Ausdrucks (Z — f)/#?
gut hervorgehoben. Sie sind in dem zu langsamen
Abfall der Elektronendichte des Tuomas—FermiI-
Modells fiir grolere r begriindet. Bei der Berech-
nung der Streufaktoren fiir groflere Winkel fallt das
nicht so stark ins Gewicht, da fiir grole Winkel der
Integrand (25) sehr stark oszilliert und die Dichte-
funktion o(r) fiir grofe r keinen wesentlichen Bei-
trag zum Integral (29) liefert. Das Verhalten von f
fiir — o wird im Anhang besonders untersucht.
Gegeniiber dem genannten Modell von HARTREE ist
das Tuomas—Fermi-Modell iiberall dort, wo Berech-
nungen iber Elektronenstreuung in kleine Winkel
angestellt werden sollen, unterlegen. Das Atommodell
von WEeNTZEL mit dem aus der Hartree-Methode
gewonnenen Atomradius liefert fiir kleine Winkel
(7<0,5) Werte, die sich von den direkt aus Har-
TREE-Funktionen berechneten nicht merklich unter-
scheiden. — Das wird in den Abbildungen fiir
f+ (Z—f)/5%? und S sehr deutlich. Es wird sich dem-

nach, wenn man auf Werte fiir diese drei Grofen iiber

20 A, H. Comprox, Phys. Rev. 35, 928 [1930].
21 H. Boerscu, Monatsschr. Chemie 76 163 [1946].
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Abb. 7a. Die Streufaktoren fiir Kohlenstoff. Vergleich der
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Wexntzer und Tuomas und Fermr fH; ——— fwe;
————— frF .
| | |
Zf(Zn) ;
2002 :
L ?
= |
10 : .
£
N
5 -~
\\\\;;
N
7 \
05 A\N
\\
\
\
0',0,1 05 1 5 10
n——m—m—s
Abb. 7b. Text s. Abb.7a. (Z—1fn) n?;
——— Z—fwe)n*; ——— (Z—frr) 9.

7=0,5 verzichten will, als zweckmiflig erweisen,
den Radius R aus den entsprechenden HARTREE-
Funktionen zu bestimmen und die Werte fir f,
(Z—{)/%* und S aus dem WenrzELschen Modell zu
bestimmen. Fiir groflere Winkel wird man, wenn
die Genauigkeit es erfordert, die drei Grofen aus
HartrEE-Funktionen bestimmen miissen.

Vergleich der GroBe © mit den aus Atomgewicht
und Dichte bestimmten Atomquerschnitten

Fiir die Abhiingigkeit der Grofle © von der Ord-
nungszahl 1a63t sich keine Beziehung in Form einer
einfachen analytischen Funktion angeben. Es fallt
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aber auf, daB ebenso wie bei der bekannten Ab-
héingigkeit der aus Atomgewicht 4 und Dichte y
berechneten Atomvolumina ein Gang mit den Perio-
den des periodischen Systems vorhanden ist, in
dem Sinne, da} beispielsweise sowohl das Atom-
volumen als auch @ fiir Alkalien besonders grofle
Werte annimmt. Da die GroBe © ap? eine Flache
darstellt und ein MaB} fiir den differentiellen Streu-
querschnitt ist, liegt es nahe, aus dem Atomvolumen

- o
eine vergleichbare Grofle von der Dimension einer
Flache abzuleiten. Es hat sich ergeben, daf} die GroBe
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Abb. 7c. Text s. Abb. 7 a. SH; —— — Swe;

(6 V/x)”, d.h. die Wiirfelfliche eines Kubus, in
welchem eine Kugel vom Volumen V' untergebracht
werden kann, fir viele Atome in guter Naherung
mit O a;? iibereinstimmt. Man darf daher anneh-
men, daB auch fiir Atome, fiir die ® noch nicht aus
Harrtree-Funktionen berechnet worden ist, die Grof3e
(6 V/a)"* eine brauchbare Niherung darstellt, die
zumindest der Naherung nach Tuomas und Fermr
deutlich tiberlegen sein diirfte.

Anhang

Die Berechnung der Streufaktoren f; und f fiir grobe n

Da in der Elektronenmikroskopie nur die Werte von
f fiir kleine Winkel interessieren, wurden die Streu-
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faktoren fiir 7 => 10 nicht berechnet. Es soll hier aber
noch ein Verfahren angegeben werden, nach dem man
Streufaktoren fiir grofle » niaherungsweise bestimmen
kann.

: . siny - .
Die Funktion ) ’Z_ > oszilliert fiir groBe Werte von 7

sehr rasch. Aus die;em Grund wird nach Gl. (17) das
Verhalten von fi(Z,7) fir grole 7 im wesentlichen
durch das Verhalten von P?({) fiir kleine { bestimmt.
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Abb. 8. Vergleich der Groflen ® mit den aus Atomgewicht
und Dichte bestimmten Atomquerschnitten.
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Entwickelt man also P;2({) nach Potenzen von {, so
werden die ersten Glieder dieser Entwicklung zur Be-
rechnung des asymptotischen Verhaltens von f;(Z, n) fiir
1) —0© ausreichen.

Wenn die Reihenentwicklung von P;*({) in der Form

PE(t) =t ' antn

(41)
n=0
geschrieben werden kann, folgt
jon = [ Pe@) B ar
0 (42)
— a_"/§z+n~1 SinnCdC.
n=0 n 0

Das Integral auf der rechten Seite von (42), dessen
Integrand fiir a+n>1 eine mit wachsender Ampli-
tude oszillierende Funktion von { ist, berechnen wir
durch den Grenziibergang

o]

oo
f&'”"‘l siny{d{= lim /C“J”‘”l e Flsinnde
0 B0

m T(a+p)i§in(n/2) (a+n)

771+n

(43)
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Abb. 9. Die radiale Elektronendichte o0 ({) fiir Natrium nach

den Atommodellen von HarTreE ( ) ; WeNTZEL (— — —)
und Tuomas und Fermr (— —-— ).
Damit wird
: s an F . [ 2 4
fi(n) = ZUW,;—H (a+n) sinl(7/2) (a+n)]- (44)
n—

Fiir die nach der Methode des ,,self consistent field“
nach Hartree berechneten Funktionen P2({) ist
a=210+2, wenn [ die Drehimpulsquantenzahl des i-ten
Elektrons ist, und P;?> kann in der Form
P2() = (L Pi(0) +3 L2 P (0) +3L3 P{” (0) +...)®
(45)

geschrieben werden, was auf
2 5 ’” 2 , "
foln) == o P (0) B Q)+ [P (0) P (0)
+2Pi"(0) P (0)] +0(n™®)

fihrt. Das erste Glied in (46) ist nur fiir die s-Elektro-
nen von Null verschieden, weil nur fiir diese P;’(0) #0
ist. Fiir das WenTzELsche Atommodell Gl. (33) ist

2 - Z ap? C ayq C
P2, (0) = 28 exp (— R’) (47)
A +2
also a=1; ap= nl (— 7:1}};7)" s
woraus nach (44)
< 2n + 2
=2 ("7 o @)
n=0 7
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folgt, was eine fiir y R > 1 konvergierende Reihenent-

. . 8V2 4,
wicklung fiir die bereits auf anderem Wege gefundene ™1 2(0) =1, d.h esist a=1 und ap= 37 2. Dar-

Beziehung (34) aus folgt wegen (44) fiir das asymptotische Verhalten
zZ . des Streufaktors f fiir n—o0
f\\'e(Z, 7]) = Y] 2 1st.
1+’7'(R /01[ ) 81/:2 3/, F(l‘) Vé' -
Fiir das Atommodell von Tuomas und Ferwmr ist f(n) = 3.772 7l +0(n™") (50)
2 - 8Y2 3/s =1/s Bd/e — ,8 £3/2+0 —5/5y,.
Pip () = = 27" 9 (r/a) (49) S e T O )

Das asymptotische Verhalten der unelastischen Streufunktion S fir kleine g

Heisensere 22 hat den Ausdruck (6) fiir die unelastische Streufunktion durch einige Umformungen einer ein-
facheren Berechnung zuginglich gemacht. Dadurch, dall er von den Regeln der Matrixmultiplikation Gebrauch
macht und die Wellenfunktion v, des Grundzustandes als antimetrische Kombination der Produkte von Eigen-
funktionen fiir die einzelnen Elektronen ansetzt, erhilt er

S=Z-2 // 3 gt (1) @e(tr) | expli a(t—tx)] dr; du. (51)
o t

In Gl. (51) bedeutet ¢; die Orts-Eigenfunktion des ¢-ten Elektronenzustandes, die Summation ist iiber alle be-
setzten Zustdnde und die Integration iiber die Rdume des j-ten und k-ten Elektrons durchzufiihren. Gl. (51) folgt
durch Einsetzen der Gl. (15) in Gl. (12) der zitierten Originalarbeit von Heisenserc. Legen wir fiir die Inte-
gration der z-Achsen der Integrationsriume in Richtung von q und entwickeln wir

exp[iq(tj—1tx)] =exp[i ¢(rj cos ¥;—ry cos V) ] (52)

nach Potenzen von ¢, so wird

o
szzﬁ2//\ 3 e (17) e (1) [1 — T (1 cost 9473 cos? %) +0(g")
t

(53)
- ri? ri?2 drj drg sin @ sin 9 d; dd dg; dor .

Wegen der Orthogonalititsrelation f(p:*(rk) @s(tx) drr =0t (54)
wird daraus S=g? // | Z @t* (1) @e(tr) |~ (12 cos® &+ ri2 cos? 9) dr; dry

_ 2
=2 q2/ Z | e (1)) |2 72 cos? @ ri2 drj sin 9; dd; dej = 4; q2/Q(r) rtdr+0(g?) = % O+0(nY) .
i

Dafl der Ndherungsausdruck in Gl. (7) dasselbe asymptotische Verhalten fiir kleine % besitzt, folgt durch Ein-
setzen von (18) in (7) unter Beriicksichtigung von (19) und (19 a).

| | | | |
E | Z 06i(la) 06:(2a) 06;(2p) | 6;(3a) | 6:(3p)  6:;(3d) | 0O (4a) }@i (4p) | O
He | 2 1,188 1 ‘ 2,4
Be 4 | 0,238 9,569 | , | 19,6
B 5 | 0145 5,056 9,080 ‘ , I 19,5
¢ | 6 0,097 | 3,323 | 4,867 ‘ ‘ | 16,6
N | 7 0,070 | 2,322 3,439 ‘ 1 15,1
0 8 | 0,053 1,749 | 2,446 L134
F 9 ; 0,041 1,338 | 1,819 ‘ 11,9
Ne | 10 | 0,033 1,106 | 1,313 ‘ L0102
Na | 11 | 0,027 0,731 | 0,816 20,760 1 27,2
Ca | 20 | 0,008 0,164 | 0,137 1,678 | 2,161 | 24,046 | 65,6
Zn | 30 | 0,004 | 0,063 | 0,049 0,574 | 0,641 | 1,284 | 11,189 40,6
Ga | 31 0,002 @ 0,059 | 0,045 0,526 | 0,581 0,888 7,724 | 21,431 | 50,7
Ge 32 | 0,003 @ 0,055 0,043 0,487 0,528 0,765 | 6,044 14,422 53,1
As | 33 | 0,003 | 0,051 l 0,039 0,444 0,479 0,627 4,936 | 10,552 51,9

Tab.1. Werte der ©@; und 6.
22 'W. Heisenserc, Phys. Z. 32, 737 [1931].



